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1次元格子空間上で3す1くみ関係をもつ ロ トカ ・ポルテラ系の時空間パター ン
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 Spatio-temporal patterns of three competitive species on 1-D lattice were investigated. Three 
species defeat each other :  e.g., A beats B, B beats C, and C beats A. The simulations were carried 
out in One-dimensional lattice. The evolution of each node on 1-D lattice was governed by 3 
species Lotka-Volterra equation. The largest species in population by Lotka-Volterra equation 
represented the species of lattice, and then the competition between species of the neighbor lattice 
was considered. A chaotic oscillation of population was observed even in one-dimensional system. 
Spatio-temporal patterns similar to the "R-P-S" random spawn model were observed.
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1.は じめ に
自然界にみ られる生態系では,多様な相互作用が
見られる.例 えば,2種 間の相互作用を考えてみよ
う.すると,2種 が資源を取 り合 う競争関係,捕 食
者 一被捕食者という捕食関係を含む寄生体 一宿主と
いう寄生関係,見 返 り利益による利他行為である共
生関係など,さまざまな関係が存在する【1】【2】.これら
の2種 間の相互作用に限ってさえ,多 くの興味深い
相互作用が存在 してお り,研究者の興味を惹いてき
た,
生態系に見られる多様性を理解するためには,ど
うすればよいのだろうか?ま ず,生 態系の野外観察
が必要であり,その重要性をいくら強調 してもしす
ぎることはないだろう.しかしなが ら,得 られた観
測データは,多 くの要因を含んだものであり,容易
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に因果 関係な どを理解 する ことができな い場合 が多
い.そ れ ゆえ,生 態 系を数理 モデル によって単純化
し,理 解 しよ うとす る試みがなされてきた.
相互作 用する多種の個体群 を記述す るロ トカ ・ボ
ルテ ラ方 程式は,自 然界で の個体群 の変動 を理解す
るために,多 くの研究 がなされてきた(2)[3].n次元 の
ロ トカ ・ボルテ ラ方程式 は,n個 の変数か らなる常
微 分 方 程 式 で あ り,n種 の 個 体 群 のpopulation
dynamicsを表す ことがで きる.n≧3の 場合,ロ ト
カ ・ボルテ ラ系は,振 動解 のみな らずカ オス挙動 を
示 す ことが知 られて いる.こ の ロ トカ ・ボルテ ラ系
を空 間 に拡 張 し,格 子 ガ スモ デル と した もの に,
Tainakaのじゃんけんモ デル がある【4】[5】.
ジ ャンケ ンモデルは,3す くみの関係 を もった3
つの種が格子空間で競合 しあう場合 をモデル化 した
ものである.ジ ャンケ ンモデル の特徴 は,時 空 間パ
ター ンを議論で きると ころにある.我 々は,ジ ャ ン
ケ ンモデルに ランダム産卵(randomspawn)を導入
する という拡張 を行 うことによ り,1次 元 系におい
て も振動現 象が見 つか る ことを明 らか に した【6」.し
か しなが ら,ラ ンダム産卵 という確率過程 を導 入 し
たジ ャンケ ンモデル の拡張 は,乱 数 とい う外 的要因
によって,振 動現 象を作 り出 している とも言える.
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3すくみの相互作用をもった1次元系において,自
発的に振動をするようなモデルを考えることはでき
ないのであろうか?こ こでは,ジ ャンケンモデルが
ロ トカ ・ボルテラ系の格子ガスモデルになっている
という原点にもどり,1次元格子空間において各格
子が3種 のロ トカ ・ボルテラ方程式に支配されてい
るという立場で,モ デル化をおこなった.そ して,
格子問の相互作用では,3す くみの関係をもちい,
どのような時空間パターンが得 られるかを調べた.
2.LotkaVolterraダイ ナ ミ ク ス
1次 元 格 子 上 の 各nodeは,Lotka-Volterra方程 式 に
支 配 され る もの とす る.Lotka-Volterra方程 式 は,リ
プ リケ ー ター 方 程 式 の 一 種 で あ り【2】,多種 の生 物 が
競 合 す る と き のpopulationdynamicsのモ デ ル と して,
よ く もち い られ る.こ こで は,3つ の 種 が競 合す る3
種Lotka-Volterra方程 式 を もち い る.3元 連 立 非 線 形
常 微 分 方 程 式 で あ る3種Lotka-Volterra方程式 は,次
の よ う に与 え られ る.
礁==
=x(rl+Clllx+Q12y+a13'z)
dt
dy _
dt-y(r2+a21x+a22Y+a23'z)
dz
dt(r3+Q31.x-FQ32y+Q33'z)
(1)
ここで,X,y,Zはそれぞれの種の個体数 を表わす.
また,各 パ ラメー タは∫r;は自然増殖 係数,a;;は種
内競争係数,a輔は種iか ら種jへ の相互作用の大 き
さ を表わす.
3種Lotka-Volterra方程 式は,パ ラメータ1,,a噸や
初期 値 を変える ことによ って異な った挙動 をする.
そ こで,各nodeを支配す る]Lotka-Volterra方程式の
性質を調べた.ま ず,自 然増殖率1を 変 えると異な
るア トラクター に収束す ることをみて い く.こ こで
は各パ ラメータ を(2)式で与えた とき(初期値(0.1,0.1,
0.1)とした),r1,r2によって どの ア トラクター に収
束す るかの相図を作 成 した.
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図1自 然 増 殖 率r3=-1.0に固 定 し,ri,r2を系 統 的
に変 え て い った とき の 相 図,初 期 値 は(0.1,0.1,0.1).
固定点 になる領域は 白(rl
算 した).
,T2それ ぞ れ0.002毎 に 計
図1に,パ ラメータ を変えた ときの相図 を示す.
固定点,ス トレンジ ア トラクター にな る領域 のほか
に,周 期ア トラクター にな る領域がみ られた.
次 に,初 期値の違 いによ る挙動の違 いをみて い こ
う.(1)式に,パ ラメー タ として(2)式をもちいたとき
の挙 動の相図を図2に 示す.
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図2ベ ク トルr,行 列Aの 値 と して(2)式のパ ラメ
ータを用いた ときの初期値の違 いによ る相図.そ れ
ぞれ,(a)z=0。1,(b)z=0.4,(c)z=0.7,(d)z=1.0のとき,x,
yをo～3の 範囲で変 えた時,ス トレンジア トラクタ
ー になる領域 を黒点,固 定点 に収束す る領域 を白で
分類 した もの(そ れぞれ0.5毎に計算 した).
zの 値 を大き くす るに したが い,固 定点 に収束す
る領域がひ ろが っている.こ のよ うに初期値 を変 え
ただけで も,系 の振 る舞 いが大 き く違 ってい く様子
が わかる.な お,以 降の シミュ レー ションでは,(2)
式 に示 したベク トルrと 行列Aの 値を もちいて シミ
ュ レー ションを行った.
さて,(2)式のパ ラメータの時のダイナ ミクスを
詳 しく見て いこう.図3に 相空間図 と時系列 を示す.
初期値は(0.1,0.1,0.1)をもちいた.このパ ラメータの
ときは系 の挙動 はカオ スで あることがわか る.
今 回もち いたパ ラメー タの場合 の平衡点 は5つ 存
在す る.不安定点 が3つ(0,0,0),(1,0,0),(0.2,0,0.08),
安定点 が2つ(0,1,0),(9/76,31/38,11152)である・図3(a)
の相 空間図をみてみる と,不 安定点を結んだ領域 内
で のア トラ クター にな って い る ことが 分か る.図
3(b)(c)(d)には時系列 を示 した.あ る時間ステ ップに
お いて,最 大個体数 を占め る種が頻繁 に入れ替わっ
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図3ベ ク トルrと 行列Aに よ るダイナ ミクスの,
(a)相空間 図,(b)xの時系列,(c)yの時系列,(d)zの
時系列.
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ている様子が確認 できる.こ の系 ではyの 種が優勢
である時間の割合が多 く,そ のシミュ レー シ ョンを
通 して の時 間比はx:y:z=5.2:94.3:0.sとな って いる.
3.LotkaVolterraダイナ ミクス を埋 め込んだモ
デル
1次元格子空間上で,3つの種が競合す る系 をモデ
ル化す る.格 子上の各nodeは,前述 のLotka-Volterra
方 程式 によ って 支配 され る とす る.こ こで は,各
nodeを支配す るLotka-Vblterra方程 式の意味を2つ
の異 なる解釈で モデル化 した.1つ は,変 数x,y,z
をそれぞれ の個体群 の個体数 を表 わす とい うモデル
化(モ デルA),も う一方は,変 数x,y,zを個体群 の
優劣関係 を表わす とい うモデル化 である(モデルB).
まず,変 数X,y,Zを個体群 の個体数 を表わす とい う
モデル化 につ いて みて い こう.
3種Lotka-Volterra方程式の変数 は,3つ の種 の個
体数 を表 わ して いる.各nodeで1番個体数が多 い種
がnodeを代表す る種 と して,隣 接 するnodeと相互
作用す るものとす る.隣接す るnode問の相互作用 は,
3す くみの関係を もち いる.
隣接す るnode間の3す くみの相互作 用につ いて述
べ る.こ の3す くみの相互作用 は,ジ ャ ンケンによ
ってモデル化 できる.3つ の競合す る種(1,2,3)
が考慮 されている.こ の うちの2種 が競合す る とき
相互作用 が生 じる.図4に 示す よ うにジャ ンケン相
互作用 には,右 回 りの相互作用 と左 回 りの相互作用
を考 える ことがで きる.
ジャ ンケ ン相互作用 は,種iとj(1,j=1,2,3)の2
種が遭遇 した時,1)i≧jで,iづ=o,1ならば,そ れ ら
は種 董,に,ij=2ならば,そ れ らは種jに 変わる.2)
i〈jで,i-j=-1ならば,そ れ らは種jに,i-j=-2なら
ば,そ れ らは種iに 変わ る.こ の系で は3種 の合計
数 はNで 保存 されてお り,n;はi種が 占める格子 の
数 を表 して いるとす る.種 変化 の規則 を表1の 中に
要約す る.
こ こでお こな ったモデル化 は,randomspawnを導
入 したジ ャンケ ンモデル[6]から確率 的要素 を排除 し,
決定論 的なモデル に したものに対応す る.random
?
?
図43種 の競合関係,左 か ら,相 互作用右回 り,相
互作用左 回 りの場合.
表1種 変化 の規則.(i,j)というペ アが遭遇 した とき
の遷移.(a)相互作用右 回 り,(b)相互作用左回 り.
(a)
(iεn,jtn)*→(iln+1,j重n+i)
(1,1)→
(1,2),(2,1)→
(1,3),(3,1)→
(2,2)→
(2,3),(3,2>→
(3,3)→
(1,1)
(2,2)
(i,1>
(2,2)
(3,3)
(3,3)
(b)
(itn,jto)*→(itn+1,jtn+i)
(1,1>→
(1,2),(2,1)→
(1,3),(3,1)→
(2,2)→
(2,3),(3,2)→
(3,3)→
(1,1)
(1,1)
(3,3)
(2,2)
(2,2)
(3,3)
・jtn,il。+1はそ れ ぞ れ 時 刻 重。,to+1にお け る種 の タ イ プ
を示 して い る.
spawnモデル(以 降,RS一モデル と略す)で は,1次
元系 にお いて も多様 なポ ピュ レー シ ョンダイ ナ ミク
ス をつ くりだす ことに成功 した.し か し,確 率 過程
を導入 したモデル の拡張 は,乱 数 とい う外 的要 因に
よって,振 動現象 を恣意的 に作 り出 していたと いえ
る.そ れ ゆえ,今 回 のモデル の拡張 によ り,自 発的
に多様性 を生み 出す ことがで きるか を調べ た.
4。 シ ミ ュ レー シ ョ ン
4.1シミュレー シ ョンの手順
3段 階 に分 けて シミュ レー シ ョンを行 った.1)
node上のLotka.Vblteπaダイ ナミクスを一定時 間発
展 させ る,2)nodeを代表 させ る種 を1.otka-Volterra
方程式 に従 って入れ替 える(最 大個体数 の種 をnode
の代表す る種 とす る(図5参 照)),3)ジ ャンケ ン
によ る格子間の相互作用 をお こな う.
各nodeには,そ れぞれ2つ の隣接す るnodeが存
在す るので,どち らのnodeとジャンケンをお こな う
か という問題が生 じる.こ こでは,自nodeの両端 の
nodeのうち,自nodeに対す る影響が大 きい方 のnode
と相互 作用す る とす る.競 合 の起 きた両端 のnode
の状態は,相 互作用 が右 回 りな ら表1の(a),左回 り
な ら表1の(b)に要約 したルール に従 って変化 させ る.
例えば,相 互作用右 回 りの とき,選 ばれ たbondの両
端 の格 子状態が(1,2)のときは,2は1に 勝 つので,
X、
y
Z
代 表種'… 箋
鵬
:::
ゆ 　 ゆ
㈲團囎
や 寸 ψ
y2
図5あ るnodeと,その両端のnodeの代表種の決
定 の例.
次ステ ップにお いての格 子状 態は(2,2)になる.次 に
影響 の大 きさを決 める方法 につ いて述べ る.
両端のnodeからの影 響を次 式で測 る.
P`+・弓二1
Qti+9ん、
(3)
P…i番 目のnodeの代表種
Q…1番 目のnodeの隣のnodeの代 表種
この式 の意 味 につ いて考 えよ う.分 子 はi番 目の
nodeを代表す る種の2つ のnodeの個 体数の合計,
分母はi番 目のnodeの隣のnodeを代表す る種の2
つのnodeの個体数 の合 計となって いる.(3)式をi
番 目のnodeの両端 のnodeにつ いて計算 し,そ の値
が小 さい方(i番 目のnodeを代表す る種 に対する個
体数比が大 きいほう)をi番 目のnodeに対する影 響
が強いとす る.
図5の 例 をもとに,iとi-1,iとi+1番目の格 子
間 において(3)式を用 い,具 体的な影 響 をみ てい く。
iとi-1番目の.v
格子問x
iとi+1番目のY
格子間Z
+yLl-03+0.3=1
+κ1-1
+yl.1
+zl.、
0.1+0.5
0.3+0.4
冨 謬0 .875
0:2+0.6
この例 では,i-1,i,i+1番目のnodeにおいて,そ
れぞれX,y,zが 代表種 となって お り,影 響の大 き
さを測 った結果,i番 目のnodeの代表 種 とi+1番目
のnodeの代表種 との間で,格子問相 互作用が発 生す
る.
5.時 空 間 パ タ ー ン 、
ここでは,ジ ャンケンによる格子間の相互作用を
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図4に 示 したよ うに右回 りと左回 りの相互作用を も
ち いて シミュ レー シ ョンをお こなった.右 回 りと左
回 りの相互作用 を考 えるのは,本 研究 で もちいたパ
ラメータのLotka-Volterra系では,種x,y,z間 の
対称性が破れて いるか らで ある.ま た,比 較 めため
に相互作用な しの場合 のシミュ レー シ ョン結果 も示
す ことにす る.
図6に 相互作用な し,図7に 右 回 りの相互作用,
図8に 左回 りの相互 作用の場合のシ ミュ レーシ ョン
結果 を示す.そ れぞれ(a)は時 空間パ ター ン,(b)は
(a)の時空間パ ター ンの一部 を拡大 した もの,(c)は
3つの種 の個体数変化 を示 して いる.
まず,相 互作用な しの場合 をみてみ よ う.時 空 間
パター ン,ポピュ レー ションダイナミクスをみる と,
種yが 圧倒 的に系を支 配 している様子 がわかる.こ
れは格子 間相互作用が ないため,nodeの入れ替 えは
node内部 のLotka-Volterraダイナ ミクスによる も
のだけ とな ってお り,内 部生態系 の個体数 比がそ の
.ままnode上に表れ たためである.(b)の時空間パ タ
'一 ンの拡 大図をみて も,格 子間相互作用が ないた め
に,種yの クラスタ中 に種X,種zが 現れ たと して
も,格 子 間相 互作用がないため,ク ラス タを拡大す
る ことができな い.そ して,次 ステ ップにお いて`
再び内部 生態 系で最大個体数 となった種yと 入れ替
わ り,姿 を消 して しまっている様子 が確認 できる.
次に,右回 りの格子 間相互作用 の場合 をみてみる.
時空間パ ター ンにおいて,種zが 種yの ク ラスタ中
に生まれ,そ こを起点 にクラス タを拡大 して いる様
子 がわかる.ま た,相 互作用な しの場合 と比べて,
種xと 種zの 個体数 比がシミュ レー シ ョンを通 して
逆転 しているのがわか る.こ れ は,最 大個体数種で
ある種yと の関係が,種y・を餌 とす る種zと,種y
に捕食 され る種xと い う立場 の違 いによるもので あ
る と考 え られ る.
最後 に左回 りの格子 間相互作用の場合 をみてみ る.
この場合 も,格子間相互作用な しの場合 と比較 して,
種yを 餌 とする種xの 占める割合が多 くな って いる
の が 確 認 で き る.種xは,種zと 比 べ て
Lotka-Volterraダイ ナ ミクス にお ける存在 比率が
多 い.こ のため,ポ ピュレァ ションダイナ ミクス に
お ける種yと 種xの 個体数が,格 子 間相互作用右 回
りの場合 と比べて接近 して いる.
Lotka‐Volterra方程 式 を個 体数 と解釈 す るモデ
ル(モ デルA)セ は,支 配方程式の影響が強 く,格
子 間のジャンケ ン相互作用 による影響 は1ス テ ップ
後 には消 えて しまい,時 空間パ ター ンで はクラスタ
は現われ なか った.つ ま り,図7,図8で 示 したよ
うに,格 子間相互作用 によって拡大 したクラス タが
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図6相 互 作 用 な しの 場 合 の シ ミ ュ レー シ ョ ン結 果.
300nodes,300steps.(a)時空 間 パ タ ー ン,(b)(a)
の 時 空 間 パ タ ー ンの1部 分 を拡 大 した もの,(c)ポピ
ュ レー シ ョ ンダ イ ナ ミ クス.
図7右 回 り の 場 合 の シ ミ ュ レ ー シ ョ ン 結 果.
300nodes,300steps.(a)時空 間 パ タ ー ン,(b)(a)
の時 空 間パ ター ンの1部 分 を拡 大 した もの,(c)ポピ
ュ レー シ ョ ンダ イ ナ ミ ク ス.
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図8左 回 り の 場 合 の シ ミ ュ レー シ ョ ン 結 果.
300nodes,300steps.(a)時空 間 パ タ ー ン,(b)(a)
の 時空 間パ ター ンの1部 分 を拡 大 した も の,(c)ポピ
ュ レー シ ョ ンダ イ ナ ミク ス.
次 ステ ップで リセ ッ トされ維持で きな いためだと考
え られる.
node内部 のLotka‐Volterraダイナミクスが,種
の個体 数を表すので はな く,種 の優劣 を表す ものと
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考 えるモデルBに つ いて みてい く.つ ま り,格 子 問
相 互作 用 によってnodeを代表する種が入れ替わ っ
たな らば,そ の種 のnode内部のLotka‐Volterraダ
イナ ミクス にお ける優 劣 も相互作用前 の種 と入れ替
えるのである.図9に 優劣 関係 の入れ替わ りの例 を
示す.そ のnodeで多数派が優位 を占める.そ して,
一亘多数派 にな った ものは多数派の メ リッ トを得 る
ことができる.図10にモ デルBの シミュ レー シ ョン
結果 を示す.
代表種
node内部
の ダ イ ナ
ミクス
相互作用前
●(種2)
相互作用後
●(種3)
相互作用
図9格 子 間相互作用 にともな う,優 劣 関係 の入れ
替 え.種2が 格子問相互作用で種3に 変わ ったnode
における例.
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図10モ デ ルBに よ る シ ミ ュ レー シ ョン結 果.(a)
時 空 間 パ タ ー ン,(b)時間 毎 の ク ラ ス タ数(c)ポ ピ
ュ レー シ ョン ダイ ナ ミ クス,120nodes,120steps.
図10(a)の時空間パター ンをみてみ ると,ク ラス
タが大 き く成 長 して い る様子 がわ かる.ま た,RS一
モデル にみ られ たよ うな,「 餌 ク ラスタの中に捕食
者が現われ る」 ことの繰 り返 しがみ られる.結 果,
(c)のポ ピュ レー ションダイナ ミクス にお いては,系
の中で個体数が最大 の種が頻繁 に入れ替 わる振 動現
象 をみ ることがで きる.(b)のクラスタの数 もRS一モ
デル と同様,常 に変動 して いる。
モデルBとRS一 モデル を,シ ミュレー ションを通
しての平均 クラスタ数で比較 しよ う.図11にRS一モ
デルの シミュ レー シ ョンを通 しての平均 ク ラスタ数
を示す,モ デルBの 平均 クラスタ数は,RS一モデルに
対応させ ると,Pニ0.08の時のもの とほぼ等 しい.図
12に,RS一モデルにおいてP=0.08のときの時空 間パ
ター ンとポ ピュレー シ ョンダイ ナ ミクスを示す.図
10のモデルBの 結果 と比べ る と,時 空間パター ンに
おいて生成 され るクラス タのサイ ズ,ポ ピュ レー シ
ョンダイナ ミクス にお ける振幅が ほぼ等 しいことが
分 かる.
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図11RS一 モ デル に お い てrandomspawnrateを系
統 的 に 変 え て い っ た と き の 平 均 ク ラ ス タ 数.
500nodes,500回平 均 を と っ た も の.
6。 議論
1次元格子空間 で3種 が競合する系の シミュ レー
ションをお こない,各nodeが3種Lotka-Volterra
方程式 に支配 され るとい うモデル の時 空間パター ン
を調べた.Lotka‐Volterra方程式 によるダイナ ミク
スの意味づけで,モ デルA,モ デルBと い う2つ の
モデルの挙動 をみた.モ デルAで は,各nodeの変数
は,3種のnode内部 における個体 数 を意味 していた.
この場合,格子間相 互作用がnode内部のダイナ ミク
ス に影 響 しない.そ れゆえ,種 問のpopulation比に
影 響があ らわれたのみで,時 空間 パター ンにおいて
は,相互 作用 がない場合 とほ とん ど変化 がなかった.
そのため,格子 間相 互作用 によってnodeを代表 する
種が入れ替 わ って も,node内部 のLotka-Volterra
ダイナ ミクスにおいて優 勢である種yに 偏 った系 に
なって しまった.
一方 ,Lotka‐Volterra方程式 の変数 を種 間の優劣
関係 として みたモデ ルBに お いては,カ オティ ック
な振 動時系列 を得る ことがで きた.こ のカオティ ッ
クな振動 はRS一モデルのP=0.08のものに対応 させ る
ことができる.図11に 示す ように,モ デルBは,そ
の平均 ク ラスタ数か らRS一モデル のP=0、08の時 に対
応 している ことがわか った.Pの 値 は,埋 め込 まれ
たLotka-Volterraダイ ナ ミクス にお ける種 の存在
比率 に対応 して いると考 え られ る.
ここで,種 間の競合 におけ る優劣関係 を再考 して
みよ う.優 劣 関係は,既 得権 によ って大 き く左右 さ
れ る.拮 抗 していたあ る種が一旦,他 の種 の優位 に
立つ と,そ の優位性 が拡大 される ということが大 き
い.例えばビデオデ ッキ メーカー にお けるVHSとβ,
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れる現象とを対応づけることによって,生態系の多
様性に対する理解がかなり深まることが期待できる.
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図12RS一 モ デル に お い てP=0.08の時 の(a)時空 間
パ タ ー ン,(b)ポ ピ ュ レ ー シ ョ ン ダ イ ナ ミ ク ス,
120nodes,120step.
または,CPUメーカー におけるIntel社とSunの例
な ど が 挙 げ ら れ る 。 こ の 観 点 に 立 っ て,
Lotka-Volterra方程 式 の変 数 を種 の優 位関 係 と し
て み た の が,モ デ ルBの モ デ ル 化 で あ る.
Lotka-Volterra方程式 は,経 済活動 の研究 によ くも
ち い られ る リプ リケ ー ター方程 式 の一 種で あ り,
我 々の結果は,市 場の モデル と して の応用 も期待で
きる.
本研究 では,相 互作用 がある3種 間の生態系の1
次元 系の シミュレー シ ョンをお こな い,時 空間パ タ
ー ンを得た.そ の結果,振 動現象,ま た決定論 に従
う系において もカオス的な時空間パ ター ンを得 るこ
とができた.3種 のLotka-Volterraダイ ナミクスを
埋 め込んだ,1次 元格子系で さえも複雑な現象 を観
測 できた ことは,生 物 の多様性,複 雑性 を理解す る
1歩 になる と考 えられ る.今 後,本 研究 のような シ
ンプルな系での シミュ レー ションと,自 然界 にみ ら
、
